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Célculo II. Examen V

Ejercicio 1. [1 punto|. Demostrar que | cos x —cosy| < |x —y|, para cada x,y € R.
Fijo y = yy. Calculamos la imagen de:

f:R—=R f(z) =|cosxz —cosy| — |z — y

= Opcidén 1: Usando teoria de funciones lipschitzianas.

Sea f(z) = cos(z). Como f € C*°(R) y tenemos que f’ estd acotada, tenemos
que f es lipschitziana, por lo que:

|cosz — cosy| < M|x — y

El valor minimo de M que se puede emplear es denominado constante de
Lipschitz, y en este caso tenemos que es la cota de la derivada. Como | f'(z)| <
1 Vx € R, tenemos que M > 1. Por tanto,

|cosz —cosy| < 1|z —y| < M|z —y|

En conclusién, queda demostrado que

|cosz — cosy| < |z —y| Ve,y € R

= Opcion 2: Calculando las iméagenes de las funciones.

Dividimos nuestro estudio en 4 casos, para asi no trabajar con el valor absoluto.

e Suponemos cosx = cosy A AN TR

f:R—R f(z) =cosx —cosy —x+y
fl(x) =—senz—1<0 VzeR

Por tanto, tenemos que f es decreciente. Como, en este caso, la funcién
estd definida en [y, +o00[, y f(y) = 0, tenemos que:

flz) <0 Ve >y

e Suponemos cosx < COSY A x =y

f:R—=R f(z) = —cosx+cosy —x+y
f(x)=senz—1<0 VreR

Por tanto, tenemos que f es decreciente. Como, en este caso, la funcién
estd definida en [y, +oo[, y f(y) = 0, tenemos que:

f(z) <0 Ve >y

e Suponemos cosx < cosy A x <y

f:R—>R f(x)=—cosx+cosy+x—y
f'(x) =senz+1>0 VzeR

Por tanto, tenemos que f es creciente. Como, en este caso, la funcion esta
definida en | — o0, y[, y lim,_,,~ f(x) = 0, tenemos que:

flz) <0 Vr<y
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e Suponemos cosx > Cosy A xr <y

f:R—R f(z) =cosx —cosy+x—y

f(x)=—senz+1>0 VzeR

Por tanto, tenemos que f es creciente. Como, en este caso, la funcion estd
definida en | — oo, y[, y lim,_,,~ f(z) = 0, tenemos que:

flz) <0 Va<y

Por tanto, independientemente del caso en el que estemos, tenemos que f(z) < 0 Vz € R.
Por tanto,

f(z) =|cosz —cosy| — |xr —y| < 0= |cosz — cosy| < |z — y| Ve e R

Como el razonamiento es valido Vy € R (simplemente tendriamos que cambiar
el valor de y, fijado), tenemos que:

|cosz — cosy| < |z —y| Ve,y € R

Ejercicio 2. [2 puntos]. Sea a > 0.

1. Determinar (en funcién del pardmetro a) la imagen de la funcién f, : R™ — R
dada por f,(x) :=zlna — alnz, para cada = € R™.

Necesitamos calcular la imagen de la funcién. Para ello, en primer lugar, cal-
culamos los extremos relativos sabiendo que la funcién es continua y derivable.

f;(x)zlna—gzoﬁx:ﬁ

fi(z) = 250 VreR*

a x2
Por tanto, tenemos que x = = es un minimo relativo.
a a a a a
fa (—) :—~1na—aln—:a—aln—:a<1—ln—)
Ina Ina Ina Ina Ina

Calculamos ahora el comportamiento de la funcién en x =0 y en +oo.

lim f.(z) = limzlna —alnz = —aln(0) = 400
z—0 z—0

lim f,(x) = lim zlna —alnz = lim In (a_)

T—00 T—00 T—00 e
Por tanto, para estudiar el comportamiento en 400, diferencio en funcién del
valor de a:

s Paraa=1:

1
lim f,(z) = lim In (—) =In0=—o00

T—00 T—00 €T
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» Paraa <1:
; . a’ 0
lim f,(z) = lim In (—> =In—=mn0=—-c0
T—00 T—00 xre o0

s Paraa>1:

8

lim f,(x) = lim In (a_) =lnoo =00
T—00 T—00 @

Por tanto, para a > 1, tenemos que Im(f,) = [a (1 —In ﬁ) , +00 [
Para a < 1, tenemos que Im(f,) = R.
2. Determinar los valores de a > 0 que son tales que xlna > alnzx, para cada

r € RT.
Para ello, necesito que I'm(f,) C Ry . Por tanto, descartamos los a < 1.
Para que I'm(f,) C Ry, necesitamos que:

a(l—lni> >O<:>1ni<1<:>L<e<:>e—i>O

Ina Ina Ina Ina

Calculo por tanto la imagen de g :]1, +oo[— R dado por g(z) = e — =

Inz”

—lnz+1
g ()= ——5—

» Para z <e: ¢'(x) > 0 = g estrictamente creciente.

e =0« hoe=1<zx=c¢
n‘“x

» Para x > e: ¢'(x) < 0 = g estrictamente decreciente.

Por tanto, tenemos que x = e es un maximo relativo. Sabemos que g(e) = 0.
Vemos ahora el comportamiento en x = 17 y en +o00:
1 1

{ = — = —— = — { ey — 1l i: — = —
o) =~ = mgr = e Jimgle) me-fin g —emoo= o0

Por tanto, tenemos que Im(g) = R, . Por tanto, el inico valor de x que hace
que g(x) = 0esx =e.

Por tanto, el valor de a > 0 que hace que zlna > aln Vo € Rt es a = e.
Ejercicio 3. [2.5 puntos] Sea f : R — R la funcién dada por f(z) =4 — 22
1. Estudiar la concavidad de f. jPosee algiin punto de inflexiéon? Justifiquese la
respuesta.

Sabemos que f € C*(R). Por tanto,
flla)==-22  f'(z)=-2

Como f es continua y derivable en R, tenemos que la concavidad la determina
la segunda derivada. Como f”(x) = —2 < 0 Vx, tenemos que f es céncava
hacia abajo en todos los reales.

Ademas, al ser f dos veces derivable, una condicién necesaria de punto de
inflexién es que, en él, se anule la segunda derivada. Como flz € R | f”(z) = 0,
entonces podemos afirmar que no hay puntos de inflexién.
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2. Determinar el punto (a, f(a)) de la grafica de f(z) = 4—x? cuya recta tangente
corta en el primer cuadrante tanto al eje OX como al eje OY, determinando
un triangulo de area minima.

\H(O, h)

AT\ LPla, (a)

2 is
B(b,0) =z
AN 4
Por la interpretacion geométrica de la derivada, tenemos que f'(a) = —2a = m;.

Por tanto, la ecuacién de la recta que pasa por el punto P es:

f(x) =muxr +n=—2ax+h

Como el punto P pertenece tanto a la recta como a la parabola,

fla) = fla) = —2d*+h=4—a* = h=4+d’

Ademas, para y = 0, tenemos:

h 4+ a?
b) =0= —2ab+h b= — =
f(b) =0 ab+ h = o0 oa

por tanto, una vez establecidas las ecuaciones de ligadura, tenemos:

A:0,2] — R

bh A2’ (4 4 2 44 q2)?
a — Ala) = — = 22 ( a):( +a)

2 2 4a

Para calcular el drea minima, minimizamos A(a). Para ello, calculamos el
minimo de la funcién.

4a)?(4 + a?) — 4(4 + a?)?
(4a)?

/16 4 23
= (4+a*)(12¢* = 16) = 0 <= a = E:\/;:Tf

Comprobemos ahora si el punto critico es, efectivamente, un minimo relativo.

Alla) = (

=0<= (4+a*)(16a* — 4(4 + a?)) =

» Para 0 < a < %g: A'(a) < 0 = A’ decreciente.

» Para %3 <a<2: Aa) >0= A’ creciente.
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Por tanto, confirmamos que es un minimo relativo. También es absoluto en
ese intervalo, ya que es una funcién continua en un intervalo.

f(2_¢5>:4_<2_¢3> ISR AT
3 3 3 3 3

Por tanto, el punto que minimiza el area es:

(a, F(a)) = (M / <2f>)

Ejercicio 4. [3 puntos]

I
R

‘w
w

S
wl oo
~_

1. Calcular el polinomio de Taylor de orden 10 centrado en el origen de las fun-
ciones f(z) =senz y g(z) = cosx.

Las derivadas sucesivas del seno son:

FEO) =0 S0 =1 [0 = -1 WkeN

Por tanto,

[ T L

f S T
PlO,O( ) T 3| + 5' 7' + 9|

Respecto al coseno, tenemos:

fo)y =1 fEEY0)=0  fU0)=-1  VEeN

Por tanto,

1,2 .1‘4 IL’G (L’S .1‘10

g — _ -
Pioo(z) =1 91 T 41 6l + 8 10!

2. Determinar P59'" (75) v Psg™ (“) y dar la estimacién del error cometido al
aproximar sen ( ) y CoS ( ) por dichos valores, respectivamente (esto es una
aproximacién del seno y del coseno del dngulo de 10°).

En primer lugar, trabajo con el seno.
P (L) = m
00 \18) T 18 183-3!

Usando el Resto de Lagrange, el error cometido es, para algin ¢ € [O, 1—’;]:

~ 0,1736

4

T (e 4 senc ym\4 0 -
RSene (_) < ) — <_> < —— = 3,8663 - 10 5
30 \1g 41 \18 41 \18 41181

Respecto al coseno, la aproximacién es:

2

COS T T . ™ ~
P <E> = 1— 55— ~ 0.984760
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Usando el Resto de Lagrange, el error cometido es, para algin c € [O, 1—’;]:

4

4) 4 4

T g (c) rm cosc [ T m -5

Reos ( > — (_) — (_) < - = 3’8663 - 10
30 (73 41 \18 41 \18 41184

No obstante, aunque la acotacién del error a la que hemos llegado es la misma,
como para x € [0, [ se tiene que sen x < cos x, entonces podemos afirmar que
la aproximacion del seno es mejor.

(2z—sen ) (cosx—1) '

3. Haciendo uso del polinomio de Taylor, calcular lim,_.q e

Sea h(z) = (2x — senx)(cosx — 1).
0

im —— "= ——
z—=0 I z—0 3 3 =0 3 2

Calculamos ahora el polinomio de Taylor necesario:

E (O B0 ([

Ejercicio 5. [1.5 puntos] Calcular

(1 + ) (3:(1 1+ i 1n<1x-; x)) '

Calculo el limite por partes. Resuelvo en primer la primera parte

8=

lim (1 + x)% =lime T P2t el = ¢ (2)

x—0 x—0

donde he tenido que resolver previamente:

1 ]_ ! Hépita 1
liy D) opital _1 (3)
z—0 x z—01+x
Resuelvo ahora la segunda parte:
Im 1 CIn(l+a2)) tim £ (1+2)In(1 + 2) 1 Hopita
=0 \ z(1 + z) x? 250 22(1 + x) B
= liml_ln(l—i_x)_ﬁ_i — 1 MUH@““I_Hmi _ 1 (4)
a0 2o(l+x) 422 290 2x+ 322 =02 + 6z 2

Por tanto, uniendo ambas partes, tenemos:

2

1 1 In(1+2x)\ Be24a e
m(1 + )3 - ’
Jim(1+2) (x<1+x> e )



